
Ãëàâà 1

Ëåêöèÿ 1. Àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà (âñ¼
áåç äîêàçàòåëüñòâà.)

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî α íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè ñóùåñòâóåò ìíî-
ãî÷ëåí p(x) ∈ Q[x], p(x) 6= 0, ñ óñëîâèåì p(α) = 0. Ñðåäè âñåõ òàêèõ
ìíîãî÷ëåíîâ âûáåðåì ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé ñòåïåíè è ñî ñòàðøèì êî-
ýôôèöèåíòîì 1. Òàêîé ìíîãî÷ëåí îïðåäåëÿåòñÿ ïî ÷èñëó α
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Ãëàâà 2

Òåîðåìà Ëèíäåìàíà - Âåéåðøòðàññà.

Â 1882ã. Ô.Ëèíäåìàí, âíåñ â ðàññóæäåíèÿ Ýðìèòà ðÿä íîâûõ èäåé è
äîêàçàë òðàíñöåíäåíòíîñòü ÷èñëà π. Ýòèì áûëà ðåøåíà çíàìåíèòàÿ ïðî-
áëåìà êâàäðàòóðû êðóãà. Ôàêòè÷åñêè Ëèíäåìàí óñòàíîâèë çíà÷èòåëüíî
áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Åñëè a - îòëè÷íîå îò íóëÿ àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî, òî ÷èñëî
ea òðàíñöåíäåíòíî.

Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò òàêæå òðàíñöåíäåíòíîñòü íàòóðàëüíûõ ëîãà-
ðèôìîâ îòëè÷íûõ îò 0 è 1 àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë è, â ÷àñòíîñòè, òðàíñ-
öåíäåíòíîñòü π = i−1 ln(−1). Åñëè b = ln a 6= 0 åñòü àëãåáðàè÷åñêîå
÷èñëî, òî eb = a äîëæíî áûòü òðàíñöåíäåíòíûì.

Ëèíäåìàí ñôîðìóëèðîâàë áåç äîêàçàòåëüñòâà åùå áîëåå îáùóþ òåî-
ðåìó, óêàçàâ, ÷òî îíà ìîæåò áûòü äîêàçàíà ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõ æå
èäåé.

Òåîðåìà 2. Åñëè α0, α1, . . . , αm,m ≥ 1 ðàçëè÷íûå àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà,
òî

eα0, eα1, . . . , eαm

ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä ïîëåì âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë A.

Òåîðåìà 1 ñëåäóåò èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðè m = 1, α0 = 0, α1 = a.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 áûëî îïóáëèêîâàíî Ê.Âåéåðøòðàññîì â

1885ã.. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ åå ïðèíÿòî íàçûâàòü òåîðåìîé Ëèíäåìàíà -
Âåéåðøòðàññà.
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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíû è èíûå ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
Ëèíäåìàíà - Âåéåðøòðàññà. Ïðè ýòîì ôàêòè÷åñêè äîêàçûâàþòñÿ óòâåð-
æäåíèÿ, ýêâèâàëåíòíûå òåîðåìå 2.

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë β1, . . . , βr ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûõ íàä Q, ÷èñëà

eβ1, . . . , eβr

àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä Q.

Ýòà òåîðåìà áûëà ïåðâûì óòâåðæäåíèåì îá àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâè-
ñèìîñòè êàêèõ - ëèáî ÷èñåë.

Ñëåäóþùèé îñëàáëåííûé âàðèàíò òåîðåìû 2 òàêæå ýêâèâàëåíòåí åé.

Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ðàñøèðåíèÿ K ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ c, çàâèñÿùàÿ òîëüêî
îò K òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàáîðà ðàçëè÷íûõ ÷èñåë γ1, . . . , γN ∈ K
ñðåäè çíà÷åíèé ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè

eγ1, . . . , eγN

èìååòñÿ íå ìåíåå cN ÷èñåë, ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íàä Q.

Äîêàæåì ýêâèâàëåíòíîñòü òåîðåì 2 - 4.
Òåîðåìà 2 =⇒ Òåîðåìà 4 =⇒ Òåîðåìà 3 =⇒ Òåîðåìà 2

Òåîðåìà 2 =⇒ Òåîðåìà 4. Ýòî óòâåðæäåíèå, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ
ñ c=1.

Òåîðåìà 4 =⇒ Òåîðåìà 3. Ïóñòü K = Q(β1, . . . , βr), n - äîñòàòî÷-
íî áîëüøîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, N = (n + 1)r, à ÷èñëà γ1, . . . , γN åñòü
óïîðÿäî÷åííûé êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì íàáîð ÷èñåë

k1β1 + · · ·+ krβr, 0 ≤ ki ≤ n.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 4 â ýòîé ñèòóàöèè ñðåäè ÷èñåë eγi èìååòñÿ íå ìåíåå c(n+
1)r ÷èñåë, ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íàä Q. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ÷èñëà
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eβ1, . . . , eβr àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìû íàä Q, òî ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí P ∈
Z[x1, . . . , xr] òàêîé, ÷òî P (eβ1, . . . , eβr) = 0. Îáîçíà÷èì q = degP . Òîãäà
ðàâåíñòâà

ek1β1+...+krβrP (eβ1, . . . , eβr), 0 ≤ ki ≤ n− q
äàþò (n − q)r ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé íàä Q ìåæäó ÷èñëàìè eγi. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî ýòè ñîîòíîøåíèÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òàê ÷òî ñðåäè ÷èñåë
eγi, 1 ≤ i ≤ (n+ 1)r, èìååòñÿ íå áîëåå ÷åì (n+ 1)r − (n− q)r = O(nr−1)
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íàä Q, ÷òî, êîíå÷íî, ïðîòèâîðå÷èò ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøîì n íèæíåé îöåíêå, ïîëó÷åííîé âûøå ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 4.

Òåîðåìà 3 =⇒ Òåîðåìà 2. Ïóñòü α1, . . . , αr - ìàêñèìàëüíûé íàáîð
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íàä Q ÷èñåë ñðåäè α0, . . . , αm. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
âñå ÷èñëà αi, 0 ≤ i ≤ m, ÿâëÿþòñÿ öåëî÷èñëåííûìè ëèíåéíûìè êîìáèíà-

öèÿìè ÷èñåë β1 =
α1

v
, . . . , βr =

αr
v

ñ íåêîòîðûì íàòóðàëüíûì ÷èñëîì v.

Ïðåäïîëîæåíèå î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè íàä A ÷èñåë eα0, . . . , eαm âëå÷åò
ñóùåñòâîâàíèå íåòðèâèàëüíîé ôóíêöèè R ∈ A(x1, . . . , xr), îáðàùàþùåé-
ñÿ â íóëü ïðè ïîäñòàíîâêå ÷èñåë eβi âìåñòî xi, i = 1, ..., r, è, ñëåäîâà-
òåëüíî, àëãåáðàè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü íàä A ÷èñåë eβi. Íî òîãäà ÷èñëà eβi

àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìû è íàä Q, âîïðåêè òåîðåìå 3.
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